
1

0

1
( cos sin )

2 n n
n

a
a nx b nx





 

( )
( 0) ( 0)

2

f x x
f x f x x


    


当 是连续点

当 不是连续点时

1 ( )cos , ( 0,1,2, )

1 ( )sin , ( 1,2, )

n

n

a f x nxdx n

b f x nxdx n

















  

  










函数展开成傅里叶级数
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10.6.1   周期为 的周期函数的傅里叶级数

10.6    一般周期函数的傅里叶级数

l2

10.6.2   傅里叶级数的复数形式
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式为则它的傅里叶级数展开定理的条件

满足收敛的周期函数设周期为

,
)(2  xfl

),sincos(
2

)(
1

0

l
xnb

l
xnaaxf n

n
n







为其中系数 nn ba ,

),2,1,0(,cos)(1   ndx
l
xnxf

l
a

l

ln


),2,1(,sin)(1   ndx
l
xnxf

l
b

l

ln


10.6.1   周期为 的周期函数的傅里叶级数l2

定理10.6.1
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证明 ,
l
xz 

令 lxl  ,  z

( )F z( ) ( )l zf x f




式为则它的傅里叶级数展开定理的条件

满足收敛的周期函数设周期为

,
)(2  xfl

)sincos(
2

)(
1

0

l
xnb

l
xnaaxf n

n
n







定理10.6.1

( ) 2 ,F z  以 为周期

0

1
( ) ( c o s s in )

2 n n
n

aF z a n z b n z




  
0

1
( cos sin )

2 n n
n

a n na x b x
l l
 



  
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1 ( )cos

1 ( )sin

n

n

a F z nzdz

b F z nzdz

















 







,dz dx
l




1 ( )cos
l

l

nf x xdx
l l




 

( )F z

0

1
( cos sin )

2 n n
n

a n na x b x
l l
 



  

( )f x 

,
l
xz 

令

0

1
( cos sin )

2 n n
n

a a nz b nz




  

1 ( )sin .
l

l

nf x xdx
l l




 
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,)()1( 为奇函数如果 xf 则有

,sin)(
1






n

n l
xnbxf 

,sin)(2
0

dx
l
xnxf

l
bb

l

nn 


为其中系数

),2,1( n
,)()2( 为偶函数如果 xf 则有

,cos
2

)(
1

0 





n

n l
xna

a
xf 

dx
l
xnxf

l
aa

l

nn 
0

cos)(2 
为其中系数

),2,1,0( n

注

)sincos(
2

)(
1

0

l
xnb

l
xnaaxf n

n
n






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设 )(xf 是周期为 4 的周期函数,它在 )2,2[

上的表达式为








20
020

)(
xk
x

xf ,  将其展

成傅立叶级数. 
解 2, .l  满足狄利克雷充分条件

,k

0, 2, 4, ...x   在不连续点处

例1

0 ,
2 2

k k
级数收敛到

k

2
x

y

20 44
0

1 ( )
l

l
a f x dx

l 
 

0 2

2 0

1 10
2 2

dx kdx


  
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 
2

0 2
cos

2
1 xdxnk  ,0

)cos1( 


n
n
k



na

),2,1( n

k

2
x

y

20 44









20
020

)(
xk
x

xf

1 ( )cos
l

l

nf x xdx
l l




(1 ( 1) )nk
n

  

1 ( )sin
l

n l

nb f x xdx
l l




 
2

0

1 sin
2 2

nk xdx
 
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),4,2,0;(  xx

0na ),2,1( n

k

2
x

y

20 440a k

(1 ( 1) )n
n

kb
n

  









20
020

)(
xk
x

xf

)sincos(
2

)(
1

0

l
xnb

l
xnaaxf n

n
n







1

1 sin
2

1
2

( )n

n

k
n

k n x







 


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例2 将f (x)=2+|x|(-1x1)展开成以2为周期的傅里叶

级数。

解 由于f (x)=2+|x|(-1x1)为偶函数，所以


l

dxxf
l

a
00 )(2 5)2(2

1

0
  dxx


l

n dx
l

xnxf
l

a
0

cos)(2 

2,1,0  nbn

 
1

0
cos)2(2 xdxnx 


1

0
cos2 dxxnx  )3,2,1()1)1((2

22 


 n
n

n


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由于对f(x)作周期为2的周期延拓得定义在（,）

上的周期函数F(x)处处连续，故 f(x) 的傅立叶级数展开

式为： )11(cos]1)1[(2
2
5)(

1
22 


 




xxn
n

xf
n

n




例2 将f (x)=2+|x|(-1x1)展开成以2为周期的傅里叶

级数。

0, 1, 2nb n  

0 5a  2 2

2(( 1) 1) ( 1, 2, 3 )
n

na n
n 
 

  
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方法：要将定义在[0, l ] ( ( 0, l ) )上的函数 f (x) 展
成正弦级数（余弦级数），须先将 f (x) 进行奇延拓

（偶延拓），再利用奇偶函数的傅里叶系数公式计

算傅里叶系数，最后写出 f(x) 的傅里叶级数并讨论

收敛性

将定义在 [ 0，l ] ( ( 0, l ) ) 上的函数展成正弦
级数或余弦级数
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展开成正弦级数,余弦级数。









21    ,2

10             ,
)(

xx
xx

xf将函数

解 (1)  f(x) 是定义在(0，2)上的函数，要将它展

开成正弦级数，必须对 f(x) 进行奇延拓，可补充

例3

0)0( F


l

n dx
l
xnxf

l
b

0
sin)(2 

dxxnxdxxnx
2

sin)2(
2

sin[
2

1

1

0


 

2
sin8

22




n
n




2

0 2
sin)(

2
2 dxxnxf 
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















.,6,4,2,0

,2,1,0,12,
)12(
8)1(

22

n

kkn
k

k




2
0

2 )12(
2

)12(sin
)1(8)(





 


 n

xn

xf
n

n




（0 < x < 2）

2 2

8 sin
2n

nb
n






展开成正弦级数,余弦级数。









21    ,2

10             ,
)(

xx
xx

xf将函数例3
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(2) f(x) 是定义在 (0，2)上的函数，要将它展开成

余弦级数，必须对 f(x) 进行偶延拓，可令 F(0)=0


2

00 )(
2
2 dxxfa 1 2

0 1
[ (2 ) 1xdx x dx    

2

0

2 ( )cos
2 2n

n xa f x dx
 

1 2

0 1
cos (2 )cos ,

2 2
n x n xx dx x dx 

   

展开成余弦级数。
,           0 1

( )
2 ,     1 2
x x

f x
x x

 
    

函数例3

( )
2 2

f x
l 

： 先作偶延拓再做周期延拓后，最小

正周期为 ，但我们仍取

注意
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10 a















.,6,4,2,0

,2,1,0,12,
)12(

4
22

n

kkn
k




2
0

2 )12(
2

)12(cos4
2
1)(





 


 n

xn

xf
n





1 2

0 1
cos (2 )cos

2 2n
n x n xa x dx x dx 

   

展开成正弦级数,余弦级数。









21    ,2

10             ,
)(

xx
xx

xf将函数例3

（0 < x < 2）
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将函数  15510)(  xxxf 展开

成傅立叶级数. 

解

,10 xz作变量代换 155  x ,55  z

)10()(  zfxf ),(zFz 

例4

x

y

5 50 1510

,)55()( 的定义补充函数  zzzF

,5)5( F令 )10()( TzF 作周期延拓然后将

5
z

)(zF

50
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将函数  15510)(  xxxf 展开

成傅立叶级数. 

,10 xz作变量代换

,5)5( F令 )10()( TzF 作周期延拓然后将

,收敛定理的条件这拓广的周期函数满足

).()5,5( zF内收敛于且展开式在 

例4

x

)(zFy

5 50 1510
( ) ( 5 5)F z z z    

),2,1,0(,0  nan
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x

)(zFy

5 50 1510

5

0

2 ( )sin
5 5n

n zb z dz
 

,10)1(



n

n ),2,1( n

,
5

sin)1(10)(
1









n

n zn
n

zF )55(  z

)155(  x

( ) ( 5 5)F z z z    ,10 xz作变量代换

( ) 10f x x  z 

1

10 ( 1) ]sin[ ( 10)
5

n

n

n
n

x







 

1
sin( 1) .

5
10 n

n

n
n

x







 

( )F z


